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Аннотация . Введенное в работе определение компоненты импульса вдоль струи и сохранение 
компоненты импульса ранга n вдоль струи порядка n-1 на экстремалях уравнения Эйлера-Лагранжа для групп 
преобразований, сохраняющих  вариационную задачу, является прямым и естественным обобщением определения 
компоненты импульса первого ранга вдоль векторного поля(струи нулевого порядка) ,связанного с 
однопараметрической группой преобразований, сохраняющих функцию Лагранжа, зависящую от производных 
нулевого и первого порядков Для экстремалей уравнения Эйлера-Лагранжа доказано свойство сохранения 
компоненты импульса ранга n  вдоль струи порядка n-1, связанной с  группой преобразований, сохраняющей 















1 0)))(((  
mm XXS :         ,: mm XXS  -однопараметрическая группа преобразований, сохраняющая 
функцию m















  -  струя порядка n-1, связанная  
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Э. Галуа предложил классифицировать алгебраические уравнения по их группам симметрии. Ф. Клейн предложил 
взять идею симметрии в качестве единого принципа при построении различных геометрий. Выйдя за пределы 
геометрии, эта идея, развиваясь, сделала очевидным тот факт, что принцип симметрии служит той единственной 
основой, которая может объединить все разрозненные части огромного здания современной математики. Клейн 
развил свою концепцию в физике и механике. Программа Клейна как задача поиска различных форм симметрии 
выходит за рамки не только геометрии, но и всей математики в целом, превращается в проблему поиска единого 
принципа для всего естествознания  В 1872 г. Феликс Клейн представил сенату Эрлангенского университета и 
философскому факультету этого университета своѐ «Сравнительное обозрение новейших геометрических 
исследований», получившее название «Эрлангенской программы». Клейн рассматривает иерархию многообразий - 
пространств любого числа измерений и соответственных геометрий, положив в основу их определения понятия 
инварианта, введѐнное в математику за двадцать лет да этого. В элементарной геометрии преобразованиями, 
переходами от одних переменных к другим служат прежде всего движения, переносы и вращения геометрических 
фигур, когда сами фигуры, расстояния между образующими их точками не меняются. Пространство, в котором 
происходят подобные переносы, называется метрическим, его инвариант - расстояние, определѐнное, например, 
теоремой Пифагора: вводятся прямоугольные координаты, разности между старыми и новыми координатами 
переносимой точки рассматриваются как катеты прямоугольного треугольника, расстоянием между новым и 
старым положением точек становится гипотенуза этого треугольника, еѐ квадрат равен сумме квадратов разностей 
координат.  Это - инвариант Эвклидовой геометрии. Есть более сложные геометрии, где инвариантами служат 
иные выражения: в проективной геометрии инварианты - уже не расстояния между точками, не величина и форма 
геометрической фигуры, а только форма, - соотношения между расстояниями, треугольник при проективном 
преобразовании может стать меньше, по остается подобным себе. Содержание истории философии - 
преобразование самых общих понятий, самые радикальные изменения, охватывающие основные представления о 
мире и методы его познания». 
Фундаментальность законов сохранения заключается в их универсальности. Они справедливы при изучении 
любых физических процессов (механических, тепловых, электромагнитных и др.). Они одинаково применимы в 
релятивистском и нерелятивистском движении, в микромире, где справедливы квантовые представления, и в 
макромире, с его классическими представлениями. 
Законы сохранения имеют важное значение не только в механике, но и в физике вообще. Научное и 
методологическое значение законов сохранения определяет их исключительная общность и универсальность. 
Благодаря той особой роли, которую играют законы сохранения в физике, они являются важнейшим элементом 
современной научной картины мира. 
Дифференциально-геометрическое рассмотрение импульса и энергии в физической и математической постановке 
изложено в литературе [1–10, 12-16]. Свойства тензора энергии-импульса при простейших линейных 
преобразованиях координат-времени объясняет законы сохранения импульса в макроскопической системе. Но 
тензор энергии-импульса в дифференциальной форме является инвариантным относительно произвольного 
невырожденного преобразования координат, что приводит к локальным законам сохранения энергии-импульса, 
например, в физике элементарных частиц. Функция Лагранжа определяет некоторую вариационную задачу, 
например, минимизацию интеграла действия в механической системе и динамику этой системы (уравнения Эйлера 
– Лагранжа) [6]. Если интегрант (подынтегральная функция в простейшей вариационной задаче) вырожден 
относительно переменных времени либо координат, то это вырождение приводит соответственно к закону 
сохранения энергии, либо импульса относительно данной координаты [7]. Представленная работа является 
продолжением работ [9, 10,13,16]. 
 
 
Основные определения и математические объекты. 
 
Пусть  mX  - гладкое многообразие размерности m , m
nXT  -  гладкое расслоенное пространство скоростей 
порядка n с базой расслоения  mX . 
 m
nXTL : -невырожденная функция в точке  m
nn
x XTv  . [9] 
 
Теорема 1[11).Пусть ),...,,( 21 m
ii xxxSx   )()(: xxS  , -невырожденное преобразование координат  в базе 
гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка  ),max(, lspXT m
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()1(),...,,()(  mink ,1,,0   
называется обобщенным импульсом   ранга n    для функции  m
pXTL :  в локальных координатах (x) базы  
mX  расслоения  m
pXT  где 
),...,,(
)(. p
xxxL - локальная запись функции L  при выборе локальных координат )(x  в базе mX  




nkp ,  называются  ойk   компонентой обобщенного импульса nP  ранга n  по i ой координате или 
импульсами порядка k  ( k -импульсами)
k
по i ой координате  








 называются  ойk   компонентой обобщенного импульса nP  ранга n  по 
i ой координате или импульсами порядка k  ( k -импульсами)
k
по i ой координате  
обобщенного импульса nP  ранга n . 
Замечание 1.   Обобщенный импульс ранг n определен для функций  m
pXTL :  





































pkllpk  и  все 0)( np
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k (тривиальные импульсы) ,то есть для 
нетривиальных импульсов pk  Поскольку ),min(, pnkpknk  , то в определении2 можно считать 
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Максимальный порядок производной по t  в  )(np
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 равен 0, значит,  при определении 
максимального порядка производной по t можно считать pkl  , кроме того 
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При  np   , поскольку nkknkl   при pkl    0

































()1(   будет тождественно равна 0.Пограничным является случай np  , именно тот 
случай будет рассмотрен в дальнейшем без ограничения общности рассмотрения. 
 
При  np   В локальных координатах (x)  в базе mX  расслоения m































































 нуль-импульс(функционал в  уравнении Эйлера-Лагранжа).  
 
 
Теорема2[9](дифференциальная связь импульсов k-ого и (k-1)-ого порядков). m
nXTL :  
















nk xxxp -локальная запись 
функции L и импульсов )1(  kиогоk  порядков при выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения 
m
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Dxxxp  -импульс (k-1) –ого порядка  
 
Имеет место следующая 
Теорема 3(о связи импульсов огоk  порядка рангов n  и 1n ).  Пусть   m
pXTL : . 
),...,,(
)(. p
xxxL - локальная запись функции m
pXTL :  при выборе локальных координат в базе расслоения  

















































()1( - импульс k-ого порядка ранга n +1 
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Теорема доказана  
 
 
 Определение . Однопараметрическая группа преобразований  
mm XXS :    ,     ,: mm XXS   сохраняет лагранжиан m













t XTXxSD  :|)( 0  -  оператор k кратного полного  дифференцирования по переменной t  
С каждой однопараметрической группой преобразований  можно связать однопараметрическое семейство 





















   mi ,1 (струй  0 -ого порядка)   и 
однопараметрическое семейство  струй порядка 







   ,   










 и струю порядка 







   
также будем называть  связанными(индуцированные) с группой преобразований mm XXS : . 
 
Математическая постановка задачи. Ставится следующая задача: 
Пусть m
nXTL :  -гладкая функция, заданная в расслоенном пространстве скоростей m








-локальная запись функции L и импульсов огоk   порядков при выборе 
























()1(  mink ,1,,1  - 
mm XXS :         ,: mm XXS  -однопараметрическая группа преобразований, сохраняющая 
функцию m
































()1(  mink ,1,,1  -(импульсы k-ого порядка ранга n) 
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Имеет место следующая 
Теорема 5   Пусть mm XXS :  ,   ,: mm XXS  однопараметрическая группа преобразований       
m
nXTL : - гладкая функция в  расслоенном пространстве скоростей  m
























Dp  - импульс 0-ого порядка(функционал в уравнении Эйлера- 
























































































































































































































































































































Теорема доказана  
 
Имеет место следующая 
Теорема 6  Пусть mm XXS :     ,: mm XXS  -    группа преобразований в  mX  
m





































i )()),(   -однопараметрическое семейство векторных полей ,индуцированное группой  mm XXS :  




































                 (6)                        
Доказательство. 
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Этот результат может быть получен и по-другому: 
Проведем доказательство индукцией по n 
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                                     (8) 






































































































xXD                                          (9)                                                      































































































































































































































                                   (10) 
Формулы (9),(10) совпадают ,база индукции при n=1 проверена. 
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                              (11) 































































































































































































































































































































































































































DxXDpxXDD    (13)   
  







































                                   (14) 










































      (15)    
















































































































































                                                                                            (16)                 
Вводим новую переменную и, преобразуя второе слагаемое последней суммы(16) ,  перепишем  (16) : 























































































































































































































































































































































































































    (17) 











































































































































))),((                                                                (18) 
 
Преобразуем левую часть доказываемого тождества (11)  , равную (13) и состоящую из трех слагаемых , равных 

























































































































































































































































1 ),...,())),((                                                                                                          (19) 
Учитывая  (15)   











































































































































































































                      (20) 



























































































































                                                                                    (21) 
Полученный результат (21) представляет правую часть доказываемого равенства (11). 
Теорема доказана. 
Имеет место следующая 
Теорема 7   Пусть m
nXTL :  -гладкая функция, заданная в расслоенном пространстве скоростей m








-локальная запись функции L и импульсов огоk   порядков при выборе 
























()1(  mink ,1,,1  - 
mm XXS :         ,: mm XXS  -однопараметрическая группа преобразований, сохраняющая 
функцию m















  -  струя порядка n-1, связанная  
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                                     (22) 
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По условию теоремы 7    ,: mm XXS  -однопараметрическая группа преобразований, сохраняет 
функцию Лагранжа m







Xx        (24) 



























                                      (25)      






























































t                              (26)                                                                                 





















  Поскольку mXx :   - экстремаль уравнения 
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Замечание 1 Введенное в работе определение компоненты импульса вдоль струи и сохранение 
компоненты импульса ранга n вдоль струи порядка n-1 на экстремалях уравнения Эйлера-Лагранжа для групп 
преобразований, сохраняющих  вариационную задачу, является прямым и естественным обобщением определения 
компоненты импульса первого порядка вдоль векторного поля(струи нулевого порядка) ,связанного с 
однопараметрической группой преобразований, сохраняющих функцию Лагранжа, зависящую от производных 
нулевого и первого порядков.[1, С. 297]  В частности на экстремалях уравнения Эйлера-Лагранжа справедлив 
закон сохранения компоненты импульса первого порядка первого ранга вдоль векторного поля, индуцированного 
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VARIATIONAL PROBLEM WITH SENIOR DERIVATIVES 
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Annotation. The definition of the momentum component is introduced along the jet and the conservation of 
components of momentum of rank n along the jet of order n-1 on the extremals of the Euler-Lagrange equation for groups 
of transformations preserving the variational problem is a direct and natural generalization of the determination of the 
momentum vector field (zero-order jet) connected with a one-parameter group of transformations preserving Lagrangian 
function that depends on the derivatives of zero and first orders. For the extremes of the Euler-Lagrange equation, the 
property of preserving the momentum component of rank n-1, connected with the transformation group preserving the 
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